
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

7 ÊËÀÑÑ

1. Â ïðîøëîì ãîäó ñåñòðà áûëà ñòàðøå áðàòà â 4 ðàçà, à â ñëåäóþùåì ãîäó îíà
áóäåò ñòàðøå íåãî â 3 ðàçà. ×åðåç ñêîëüêî ëåò îò íàñòîÿùåãî âðåìåíè ñåñòðà
ñòàíåò â 2 ðàçà ñòàðøå áðàòà?

2. Â ñòðîêó âûïèñàíî âîñåìü öèôð 2. Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñêîáêè è çíàêè
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé +, −, ∗, /. Êàê ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ÷èñëî 2022?
Ìíîãîçíà÷íûå ÷èñëà èç äâîåê (òèïà 22, 222) ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ.

3. Ïî êðóãó ðàñïîëîæåíî 22 ôèøêè, ñðåäè êîòîðûõ 10 êðàñíûõ è 12 ñèíèõ. Èç-
âåñòíî, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî 5 ïàð ñòîÿùèõ ðÿäîì êðàñíûõ ôèøåê. Êàêèå çíà÷å-
íèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî ïàð ñòîÿùèõ ðÿäîì ñèíèõ ôèøåê?

4. Â êîìïàíèè èç òð¼õ ÷åëîâåê A, B, C êàæäûé ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðûöàðåì, è âñåãäà
ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåöîì, è âñåãäà ãîâîðèò íåïðàâäó. Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ
çàÿâèë, ÷òî A è B � îáà ëæåöû, à äðóãîé ó÷àñòíèê ñêàçàë, ÷òî B è C ÿâëÿþòñÿ
ëæåöàìè. Êòî èìåííî ñäåëàë òàêèå âûñêàçûâàíèÿ, íå èçâåñòíî. Ìîæíî ëè ïî
ýòîé èíôîðìàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ÷èñëî ðûöàðåé â êîìïàíèè?

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê 5× 9. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü åãî
íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê, ïðîâîäÿ ðàçðåçû ïî ëèíèÿì ñåòêè?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ

Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà áàëëîâ ðàâíà 35



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

8 ÊËÀÑÑ

1. Ïî êðóãó ðàñïîëîæåí 21 ÿùèê. Â êàæäîì èç íèõ ëåæàò øàðû äâóõ öâåòîâ:
êðàñíûå è ñèíèå. Äåâî÷êà ïåðåêëàäûâàåò ïî îäíîìó øàðó èç êàæäîãî ÿùèêà
â ñëåäóþùèé çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íà êàæäîì ÿùèêå èìååòñÿ íàäïèñü î
òîì, ñêîëüêî â í¼ì êðàñíûõ øàðîâ è ñêîëüêî ñèíèõ. Ìîãëî ëè òàê ïîëó÷èòüñÿ,
÷òî ïîñëå ïåðåêëàäûâàíèé âñå íàäïèñè èç âåðíûõ ñòàëè íåâåðíûìè?

2. Â ñòðîêó âûïèñàíî âîñåìü öèôð 2. Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñêîáêè è çíàêè
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé +, −, ∗, /. Êàê ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ÷èñëî 2022?
Ìíîãîçíà÷íûå ÷èñëà èç äâîåê (òèïà 22, 222) ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ.

3. Îäíîêëàññíèêè Ïåòÿ è Âàñÿ ïîëó÷èëè çàäàíèå: íàïèñàòü 10 ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 100. Êàæäûé èç íèõ íåçà-
âèñèìî âûïîëíèë òàêîå çàäàíèå. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû-
ïèñàë êàê îäèí, òàê è äðóãîé øêîëüíèê?

4. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàçðåçàþò åãî íà 4 òðåóãîëüíèêà. Èçâåñòíî, ÷òî
ñðåäè íèõ åñòü òðåóãîëüíèêè âñåõ òð¼õ âèäîâ: îñòðîóãîëüíûå, ïðÿìîóãîëüíûå
è òóïîóãîëüíûå. Ìîæíî ëè òî÷íî óñòàíîâèòü ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ êàæäîãî èç
âèäîâ?

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê 5× 9. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü åãî
íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê, ïðîâîäÿ ðàçðåçû ïî ëèíèÿì ñåòêè?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ

Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà áàëëîâ ðàâíà 35



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

9 ÊËÀÑÑ

1. Íàéòè íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, â êîòîðîì íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð, è
ó êîòîðîãî ëþáûå äâå ðÿäîì ñòîÿùèå öèôðû â ñóììå äàþò íå ìåíüøå äåâÿòè.

2. Â êîìïàíèè èç ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê A, B, C, D êàæäûé ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðûöàðåì,
è âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåöîì, è âñåãäà ãîâîðèò íåïðàâäó. Êàæäûé
èç ó÷àñòíèêîâ ñäåëàë ïî îäíîìó çàÿâëåíèþ. Îäèí ñêàçàë, ÷òî A ëæåö, äðóãîé
� ÷òî B ëæåö, òðåòèé ñêàçàë òî æå ñàìîå ïðî C, à ÷åòâ¼ðòûé � ïðî D. Êòî
èìåííî ñäåëàë òàêèå âûñêàçûâàíèÿ, íå èçâåñòíî. Ìîæíî ëè ïî ýòîé èíôîðìà-
öèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ÷èñëî ðûöàðåé â êîìïàíèè?

3. Â ñòðîêó âûïèñàíî âîñåìü öèôð 2. Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñêîáêè è çíàêè
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé +, −, ∗, /. Êàê ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ÷èñëî 2022?
Ìíîãîçíà÷íûå ÷èñëà èç äâîåê (òèïà 22, 222) ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ.

4. Â êëåòêàõ êâàäðàòà ðàçìåðîì 3×3 çàïèñàíû 9 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ìîæåò ëè ïðè ýòîì îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ
ïî ñòîðîíå êëåòêàõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì?

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí êâàäðàò 4 × 4. Â êàæäîì èç 16 êâàäðàòèêîâ
ïðîâåëè äèàãîíàëü. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî óçëîâ ñåòêè ìîãóò îêàçàòüñÿ êîí-
öàìè õîòÿ áû îäíîé èç ïðîâåä¼ííûõ äèàãîíàëåé?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

10 ÊËÀÑÑ

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2. Äâîå èãðàþò â èãðó, ïîî÷åð¼äíî äåëàÿ õîäû. Çà
îäèí õîä ê íàïèñàííîìó ÷èñëó ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëè-
òåëü, îòëè÷íûé îò ñàìîãî ÷èñëà. Äàëåå íàïèñàííîå ÷èñëî çàìåíÿåòñÿ íàéäåííîé
ñóììîé. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîëó÷èò ÷èñëî 100. Ïðè ýòîì íåëüçÿ ïèñàòü ÷èñ-
ëà, áîëüøèå 100. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé èëè åãî
ïàðòí¼ð?

2. Íåñêîëüêî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë â ñóììå ñîñòàâëÿþò 101, è íè îäíî èç íèõ íå
îêàí÷èâàåòñÿ íóë¼ì. Â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ ïîìåíÿëè ìåñòàìè öèôðû. Êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå?

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî n4+n3+n2+n+1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì?

4. Íà îòðåçêå AB äëèíîé 10 êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü. Âûáåðåì
íà äèàìåòðå òî÷êó C è ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ õîðäó DE ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ ê
äèàìåòðó. Êàêîå íàèáîëüøåå è êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
ñóììà êâàäðàòîâ CD2 + CE2?

5. Èìååòñÿ êîìïàíèÿ èç 7 ÷åëîâåê. Âñåãäà ëè âîçìîæíî âûäåëèòü â íåé òðè ïàðû
ó÷àñòíèêîâ, ÷òîáû ëèáî â êàæäîé èç íèõ îêàçàëèñü çíàêîìûå ìåæäó ñîáîé,
ëèáî îêàçàëèñü íå çíàêîìûå ìåæäó ñîáîé?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

11 ÊËÀÑÑ

1. Ñóùåñòâóåò ëè çàäàííàÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ f(x), êîòîðàÿ ìîæåò
ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íî ïðè ýòîì f(f(x)) > 0 äëÿ âñåõ x?

2. Ñêîëüêî èìååòñÿ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ äåñÿòè÷íàÿ öèôðà
äåëèòñÿ íà êàæäóþ èç îñòàëüíûõ?

3. Ñóììà òð¼õ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 11, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 155. Ñêîëü-
êî ðåøåíèé èìååò òàêàÿ çàäà÷à? (Ðåøåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì
ñëåäîâàíèÿ ÷èñåë, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.)

4. Èìååòñÿ êîìïàíèÿ èç 8 ÷åëîâåê. Âñåãäà ëè âîçìîæíî âûäåëèòü â íåé òðè ïàðû
ó÷àñòíèêîâ, ÷òîáû ëèáî â êàæäîé èç íèõ îêàçàëèñü çíàêîìûå ìåæäó ñîáîé,
ëèáî îêàçàëèñü íå çíàêîìûå ìåæäó ñîáîé?

5. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü äåëèò ìåäèàíó AM íà òðè îòðåçêà
ðàâíîé äëèíû. Çíàÿ, ÷òî BC = 10, íàéòè äëèíû îñòàëüíûõ ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

Ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Ïðè íåïîëíîì ðåøåíèè
çàäà÷è, áàëëû îáû÷íî âûñòàâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî òîìó, êàêîé ïðîöåíò ïîëåç-
íûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ óñèëèé, íóæíûõ äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, áûë çàòðà÷åí. Íàïðèìåð,
íå ñëåäóåò âîîáùå äàâàòü áàëëû çà ðàññìîòðåíèå ëåãêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
íèêàê íå ïðîÿñíÿþò îáùåé êàðòèíû.

Çà çàäà÷è, êîòîðûå ðåøåíû ïî÷òè ïîëíîñòüþ, íî â ðåøåíèè êîòîðûõ äîïóùåíû
ìåëêèå îøèáêè (ñêàæåì, àðèôìåòè÷åñêèå), ìû ðåêîìåíäóåì âû÷èòàòü îäèí èëè äâà
áàëëà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà äîïóùåííîé îøèáêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà ðåøåíèé çàäà÷ è âûñòàâëåíèå áàëëîâ ÿâëÿåòñÿ
â ëþáîì ñëó÷àå ïðîöåññîì òâîð÷åñêèì è íå äî êîíöà ïîääà¼òñÿ ôîðìàëèçàöèè.
Ïîýòîìó òðóäíî äàòü ðåêîìåíäàöèè, îõâàòûâàþùèå âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, êî-
òîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â õîäå ïðîâåðêè. Ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ó÷åíèêàìè,
áåçóñëîâíî, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò àâòîðñêèõ. Åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé.

Íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ ïî âûñòàâëåíèþ áàëëîâ, êàñàþùèåñÿ îòäåëüíûõ çàäà÷,
ïðèâåäåíû íèæå.

Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî ïðèìåð, íå îáÿçàòåëüíî ïðè-
âîäèòü ðàññóæäåíèÿ î òîì, êàê èìåííî îí áûë ïîëó÷åí. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëüíîñòü
ïðèìåðà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, åãî äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü ïðåäúÿâèòü. Ê ýòîé ãðóïïå
çàäà÷ îòíîñÿòñÿ VII.2, VIII.2, IX.3 (çàäà÷à ïðî ñîñòàâëåíèå ÷èñëà èç íàáîðà äâîåê).
Ñþäà æå ìîæíî îòíåñòè çàäà÷è VII.5, VIII.5 (ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà �óãîë-
êè�). Îäíàêî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ïîìèìî âåðíîãî ïðèìåðà, íóæíî áûâàåò îáîñíîâû-
âàòü èëè åäèíñòâåííîñòü èëè îïòèìàëüíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî
ñì. íèæå.

Çàäà÷è VII.1, VIII.4, X.4, XI.2, XI.5 îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îáû÷íûõ øêîëüíûõ. Èõ
îöåíêà äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèîííîé ïðàêòèêîé. Ìàêñè-
ìàëüíûé áàëë äà¼òñÿ çà ïîëíîå ðåøåíèå.

Â çàäà÷å VII.3 çà âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ áàëëû íå íà÷èñëÿþòñÿ. Â çà-
äà÷àõ VII.4, VIII.1, VIII.3, IX.2, IX.4, X.1, X.5, XI.4 òðåáóåòñÿ ïîëíîå ëîãè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå îòâåòà.



Â çàäà÷å IX.1 çà âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî íàéäåíî íàèáîëüøåå
÷èñëî, ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ. Â çàäà÷å IX.5 çà ïðèìåð ñ 12 óçëàìè áåç îáîñíîâà-
íèÿ äà¼òñÿ 2 áàëëà. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ çàäà÷è X.2, åñëè ïîñòðîåí âåðíûé ïðèìåð
áåç îáîñíîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Â çàäà÷å X.3 çà íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ n = 3 áåç äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äðóãèõ
ðåøåíèé íåò, ìîæíî ïðèñóäèòü 1 áàëë. Â çàäà÷å XI.1 ãîäèòñÿ ëþáîé âåðíî óêàçàííûé
ïðèìåð ôóíêöèè � íå îáÿçàòåëüíî âûðàæåííûé â âèäå ôîðìóëû.

Â çàäà÷å XI.3 çà âåðíî óêàçàííóþ òðîéêó ÷èñåë, ïðè îòñóòñòâèè äîêàçàòåëüñòâà
åäèíñòâåííîñòè, ïðèñóæäàåòñÿ äî 2 áàëëîâ. Çà ñâåäåíèå çàäà÷è ê ïðàêòè÷åñêè ðå-
àëèçóåìîìó ñïîñîáó ïåðåáîðà âàðèàíòîâ (åñëè èõ íåìíîãî) ìîæíî äîïîëíèòåëüíî
äàâàòü äî 2 áàëëîâ.

Â çàäà÷å XI.5 çà íàõîæäåíèè äëèí îäíîé èç ñòîðîí (ðàâíîé 5) ìîæíî ïðèñóäèòü
1 áàëë.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

7 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: ÷åðåç 7 ëåò.

Ïóñòü áðàòó â íàñòîÿùåå âðåìÿ x ëåò, à ñåñòðå y. Òîãäà èç óñëîâèÿ èìååì
óðàâíåíèÿ 4(x − 1) = y − 1 è 3(x + 1) = y + 1. Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîå, èìååì x−7 = y−2, òî åñòü x = 5, è òîãäà y = 17. Åñëè ÷åðåç
n ëåò ñåñòðà ñòàíåò âäâîå ñòàðøå áðàòà, òî 2(5 + n) = 17 + n, îòêóäà n = 7.
Áðàòó ïðè ýòîì áóäåò 12 ëåò, à ñåñòðå 24.

2. Îòâåò: (22 ∗ 2 + 2) ∗ 2 ∗ 22− 2 = 2022.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî áûëî äîäóìàòüñÿ äî ýòîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ íà÷àëà
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íåïîäàë¼êó îò ÷èñëà 2022 èìååòñÿ ÷èñëî 2024, êîòîðîå
äåëèòñÿ íà 2 è íà 11 (ïî èçâåñòíîìó ïðèçíàêó), òî åñòü îíî äåëèòñÿ íà 22. À
èìåííî, 2024 = 22 · 92. Åñëè ìû ñ ïîìîùüþ ïÿòè äâîåê ñìîæåì ïîëó÷èòü 92,
òî äàëåå îñòàíåòñÿ óìíîæèòü íà 22 è âû÷åñòü 2.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî 92 åñòü óäâîåííîå 46, à ïîñëåäíåå åñòü 44+2, ãäå 44 ïîëó÷àåì
êàê óäâîåííîå 22.

3. Îòâåò: 7.

×èñëî ïàð ñîñåäíèõ êðàñíûõ ôèøåê îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò ÷èñëà ãðóïï êðàñ-
íûõ ôèøåê, èäóùèõ ïîäðÿä. Â êàæäîé ãðóïïå ÷èñëî òàêèõ ïàð íà åäèíèöó
ìåíüøå ÷èñëà ôèøåê â ýòîé ãðóïïå. Ïîýòîìó ãðóïï êðàñíûõ ôèøåê äîëæíî
áûòü 10−5 = 5. Íî ãðóïïû èäóùèõ ïîäðÿä ôèøåê êðàñíîãî è ñèíåãî öâåòà ÷å-
ðåäóþòñÿ, ïîýòîìó ãðóïï ñèíèõ ôèøåê òàêæå áóäåò 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òîìó
æå ïðèíöèïó, ÷èñëî ïàð ñòîÿùèõ ðÿäîì ñèíèõ ôèøåê ðàâíî 12− 5 = 7.

4. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñäåëàííûõ âûñêàçûâàíèé ïðàâäèâî, òî åãî ñäåëàë ðûöàðü,
è òîãäà äâà äðóãèõ ó÷àñòíèêà � ëæåöû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà âûñêàçûâàíèÿ ëîæíû. Òîãäà èõ ñäåëàëè ëæåöû, è èõ
êàê ìèíèìóì äâà. Íî âñå òðîå áûòü ëæåöàìè íå ìîãóò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
âñå ñäåëàííûå âûñêàçûâàíèÿ áûëè áû ïðàâäèâûìè. Òàêèì îáðàçîì, ëæåöîâ â
êîìïàíèè äâà, à ðûöàðü îäèí.



5. Îòâåò: äà, ìîæíî. Îäèí èç ïðèìåðîâ ðàçðåçàíèÿ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå:



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

8 êëàññ (ðåøåíèÿ)
1. Îòâåò: íåò, íå ìîãëî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàäïèñü íà ÿùèêå èç âåðíîé ñòàëà íåâåðíîé, íóæíî, ÷òîáû èç
íåãî âûíóëè øàð îäíîãî öâåòà, à ïîëîæèëè øàð äðóãîãî öâåòà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
öâåòà ïåðåêëàäûâàåìûõ øàðîâ ÷åðåäóþòñÿ ïî êðóãó. Íî îáùåå ÷èñëî ÿùèêîâ
íå÷¼òíî, ïîýòîìó òàêîå ÷åðåäîâàíèå íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ãäå-òî ïðîèçîéä¼ò
ñîâïàäåíèå öâåòîâ, è ÷èñëî øàðîâ òîãî è äðóãîãî öâåòà â íåêîòîðîì ÿùèêå
îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

2. Îòâåò: (22 ∗ 2 + 2) ∗ 2 ∗ 22− 2 = 2022.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî áûëî äîäóìàòüñÿ äî ýòîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ íà÷àëà
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íåïîäàë¼êó îò ÷èñëà 2022 èìååòñÿ ÷èñëî 2024, êîòîðîå
äåëèòñÿ íà 2 è íà 11 (ïî èçâåñòíîìó ïðèçíàêó), òî åñòü îíî äåëèòñÿ íà 22. À
èìåííî, 2024 = 22 · 92. Åñëè ìû ñ ïîìîùüþ ïÿòè äâîåê ñìîæåì ïîëó÷èòü 92,
òî äàëåå îñòàíåòñÿ óìíîæèòü íà 22 è âû÷åñòü 2.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî 92 åñòü óäâîåííîå 46, à ïîñëåäíåå åñòü 44+2, ãäå 44 ïîëó÷àåì
êàê óäâîåííîå 22.

3. Îòâåò: äà, îáÿçàòåëüíî.

Åñëè ñîâïàäåíèé íåò, òî âñå 20 ñîâìåñòíî âûïèñàííûõ ÷èñåë ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Îáùàÿ ñóììà ïðè ýòîì áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 1+2+· · ·+20, è îíà ðàâíà 210, òàê
êàê ýòè ÷èñëà ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü â 10 ïàð ïî ïðèíöèïó 1+20 = 2+19 = · · · =
10+11, ãäå ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ïàðå ðàâíà 21. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå ñóììà
äîëæíà áûòü ðàâíà 100 + 100 = 200, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êàêèå-òî ñîâïàäåíèÿ
îáÿçàòåëüíû.

4. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè: â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå âñå 4 òðåóãîëüíèêà áûëè áû ïðÿìîóãîëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé ïîëó÷àåòñÿ äâà îñòðûõ è äâà òóïûõ óãëà. Â ÷àñò-
íîñòè, ïî êðàéíåé ìåðå äâà òðåóãîëüíèêà áóäåò òóïîóãîëüíûìè. Äâà äðóãèõ,
ñîãëàñíî óñëîâèþ � îñòðîóãîëüíûé è ïðÿìîóãîëüíûé. Òåì ñàìûì, êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ êàæäîãî èç òð¼õ âèäîâ âûÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.



5. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Îäèí èç ïðèìåðîâ ðàçðåçàíèÿ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå:



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

9 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 5463728190.

Ïðèìåðîì 10-çíà÷íîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ òî, êîòîðîå ïðèâåäåíî â îòâåòå. Äîêà-
æåì, ÷òî îíî íàèáîëüøåå. ßñíî, ÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî 10-çíà÷íî, è îíî ñî-
äåðæèò âñå 10 öèôð. Öèôðà 0 äîëæíà èäòè ñ êðàþ, òî åñòü â ñàìîì êîíöå,
à ðÿäîì ñ íåé èä¼ò 9. Òîãäà 1 íàõîäèòñÿ èëè ìåæäó 8 è 9, èëè ñ êðàþ, íî â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷èñëî îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ïðåäúÿâëåííîãî. Èòîãî íà êîíöå
ó íàñ 8190. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 2 èëè ñ êðàþ, èëè ìåæäó 7 è 8, òî åñòü â êîíöå èç
òåõ æå ñîîáðàæåíèé áóäåò 728190. Äàëåå òàê æå òî÷íî óñòàíàâëèâàåì ìåñòî 3
è å¼ ñîñåäåé, è â èòîãå ïðèõîäèì ê ÷èñëó, êîòîðîå áûëî íàçâàíî.

2. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ïóñòü ÷èñëî ðûöàðåé ðàâíî k. Òîãäà ñðåäè âûñêàçûâàíèé áûëî ðîâíî k ïðàâ-
äèâûõ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ëæåöîâ òàêæå k. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî â êîìïàíèè 4
ó÷àñòíèêà, èìååì k = 2. Ïðè ýòîì ðûöàðè ãîâîðèëè ïðî ëæåöîâ, à ëæåöû ïðî
ðûöàðåé, òî åñòü òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà.

3. Îòâåò: (22 ∗ 2 + 2) ∗ 2 ∗ 22− 2 = 2022.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî áûëî äîäóìàòüñÿ äî ýòîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ íà÷àëà
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íåïîäàë¼êó îò ÷èñëà 2022 èìååòñÿ ÷èñëî 2024, êîòîðîå
äåëèòñÿ íà 2 è íà 11 (ïî èçâåñòíîìó ïðèçíàêó), òî åñòü îíî äåëèòñÿ íà 22. À
èìåííî, 2024 = 22 · 92. Åñëè ìû ñ ïîìîùüþ ïÿòè äâîåê ñìîæåì ïîëó÷èòü 92,
òî äàëåå îñòàíåòñÿ óìíîæèòü íà 22 è âû÷åñòü 2.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî 92 åñòü óäâîåííîå 46, à ïîñëåäíåå åñòü 44+2, ãäå 44 ïîëó÷àåì
êàê óäâîåííîå 22.

4. Îòâåò: íå ìîæåò.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ � ïðî-
ñòîå ÷èñëî. Òîãäà ýòà ñóììà íå÷¼òíà, òî åñòü ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå êëåòêè çà-
ïîëíåíû ÷èñëàìè ðàçíîé ÷¼òíîñòè. Ïî ñîñåäñòâó ñ öåíòðàëüíîé êëåòêîé ðàñ-
ïîëîæåíû ÷èñëà îäíîé ÷¼òíîñòè, à âñå îñòàëüíûå èìåþò äðóãóþ ÷¼òíîñòü. Èç



ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà ïî ñîñåäñòâó ñ öåíòðàëüíîé èìåþò âèä n, n+2, n+4,
n + 6 äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïðèáàâëÿÿ ÷èñëî â öåíòðàëüíîé êëåòêå, ïîëó÷àåì 4
ïðîñòûõ ÷èñëà âèäà m, m+2, m+4, m+6 äëÿ íåêîòîðîãî m. ßñíî, ÷òî ñðåäè
ïåðâûõ òð¼õ ÷èñåë èìååòñÿ ÷èñëî, êðàòíîå 3, òàê êàê âñå îíè ïðè äåëåíèè íà 3
äàþò ðàçíûå îñòàòêè. Åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 3, ýòî m = 3,
íî òîãäà m+ 6 = 9 ñîñòàâíîå.

5. Îòâåò: 12.

Óçëû êëåò÷àòîé ñåòêè ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êâàäðàòà 5× 5, òî åñòü èõ 25.
Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ óçëà � ýòî ñîñåäíèå âåðøèíû îäíîãî èç êâàäðàòèêîâ. Ïðî-
âåä¼ííàÿ â í¼ì äèàãîíàëü çàòðàãèâàåò õîòÿ áû îäíó èç ýòèõ âåðøèí. Ðàññìîò-
ðèì 12 ñîåäèíåíèé ñîñåäíèõ óçëîâ. Â êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó ñîåäèíèì
ïåðâûé ñëåâà óçåë ñî âòîðûì, à òðåòèé ñ ÷åòâ¼ðòûì. Ýòî äàñò 10 ñîåäèíåíèé, à
â êðàéíåì ñïðàâà âåðòèêàëüíîì ðÿäó óçëîâ ñäåëàåì åù¼ äâà ñîåäèíåíèÿ. Èòîãî
ïîëó÷èòñÿ 12 ñîåäèíåíèé, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí, è â êàæäîé ïàðå õîòÿ áû
îäíà âåðøèíà åñòü êîíåö îäíîé èç ïðîâåä¼ííûõ äèàãîíàëåé. Òàêèì îáðàçîì,
âåðøèí ïîëó÷àåòñÿ íå ìåíüøå 12.

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð ñ 12 âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì øàõìàòíóþ ðàñêðàñ-
êó óçëîâ â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåòà, â êîòîðîé âñå óãëîâûå âåðøèíû ïîëó÷àþò
áåëûé öâåò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî áåëûõ óçëîâ áóäåò 13, à ÷¼ðíûõ 12. Òåïåðü â
êàæäîì êâàäðàòèêå öâåòà âåðøèí ÷åðåäóþòñÿ, è ìû ïðîâîäèì äèàãîíàëü, ñî-
åäèíÿþùóþ äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû ÷¼ðíîãî öâåòà. Ýòî äà¼ò èñêîìûé
ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå 12 äîñòèãàåòñÿ.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

10 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: âûèãðûâàåò íà÷èíàþùèé.

Ïåðâûå íåñêîëüêî õîäîâ äåëàþòñÿ îäíîçíà÷íî: 2 → 3 → 4. Äàëåå òîò, êòî
íà÷èíàë â èãðå, ìîæåò ïîëó÷èòü 5 èëè 6. Ïðè ýòîì èç 5 ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî
÷èñëî 6. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Â èãðå, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ÷èñëà 6, ïðîèãðûâàåò òîò, êòî äåëàåò â íåé ïåðâûé
õîä. Òîãäà íà÷èíàþùåìó â îñíîâíîé èãðå íàäî îò 4 ïåðåéòè ê 6, ïðåäîñòàâëÿÿ
ïðîòèâíèêó ïðîèãðàííóþ ïîçèöèþ.

2) Â èãðå, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ÷èñëà 6, âûèãðûâàåò òîò, êòî äåëàåò â íåé ïåðâûé
õîä. Òîãäà íà÷èíàþùåìó â îñíîâíîé èãðå íàäî îò 4 ïåðåéòè ê 5, ÷òîáû äàëåå
ïðîòèâíèê ïåðåø¼ë ê 6 è ïðåäîñòàâèë ïåðâîìó èãðîêó âûèãðàííóþ äëÿ íåãî
ïîçèöèþ.

Äðóãèõ ñëó÷àåâ íåò, òàê êàê íè÷åéíûé èñõîä íåâîçìîæåí ââèäó çàïðåòà ïðå-
âûøàòü çíà÷åíèå 100, ñîãëàñíî ïðàâèëàì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðû ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè â ÿâíîì âèäå
íå çàäà¼òñÿ, íî â óñëîâèè ýòî è íå òðåáîâàëîñü.

2. Îòâåò: 119.

Ïóñòü A � ñóììà ïåðâûõ öèôð, B � ñóììà âòîðûõ öèôð ñëàãàåìûõ. Òîãäà
10A+B = 101, è òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì äëÿ çíà÷åíèÿ 10B+A. Ââèäó òîãî,
÷òî B = 101− 10A, ìèíèìèçèðóåìàÿ âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò 10(101− 10A) +A =
1010 − 99A, òî åñòü A íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü, à B ìèíèìèçèðîâàòü. ×èñëî B
îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 1, è ïðè ýòîì îíî áîëüøå 1, òàê êàê ñëàãàåìûõ áîëåå
îäíîãî, à âñå ïîñëåäíèå öèôðû íåíóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî, B ≥ 11. Îòñþäà
10A = 101 − B ≤ 90, òî åñòü A ≤ 9. Òåì ñàìûì, ìèíèìèçèðóåìîå çíà÷åíèå íå
ìåíüøå 1010− 99 · 9 = 119.

Ïðèìåðîâ, êîãäà ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, äîâîëüíî ìíîãî. Äîñòàòî÷íî ñäå-
ëàòü ñóììó âòîðûõ öèôð ðàâíîé 11. Ñêàæåì, 89 + 12 = 101, è 98 + 21 = 119.



3. Îòâåò: ïðè n = 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî n4 + n3 + n2 + n + 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì è
ðàâíî m2. Çàìåòèì, ÷òî (n2 + n

2
)2 = n4 + n3 + n2

4
< m2, îòêóäà m ≥ n2 + n+1

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî n4 + n3 + n2 + n+1 = m2 ≥ n4 + n3 + n2 + n2+2n+1
4

,
òî åñòü n2 − 2n − 3 ≤ 0. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà (n − 3)(n + 1), ïîýòîìó n ≤ 3.
Çíà÷åíèÿ n = 1 è n = 2 äàþò ñîîòâåòñòâåííî 5 è 31, à ïðè n = 3 ïîëó÷àåòñÿ
81 + 27 + 9 + 3 + 1 = 112.

4. Îòâåò: îáà çíà÷åíèÿ ðàâíû 50.

Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè. Ïî óñëîâèþ, å¼ ðàäèóñ ðàâåí R = 5. Îïóñòèì èç
òî÷êè O ïåðïåíäèêóëÿð íà õîðäó DE. Ïóñòü K � îñíîâàíèå ýòîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà. Ýòî ñåðåäèíà õîðäû, òî åñòü KD = KE = x. Òðåóãîëüíèê OCK èìååò
óãëû âåëè÷èíîé 90 è 45 ãðàäóñîâ, ïîýòîìó îí ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé.
Îòñþäà KC = KO = y.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà C ëåæèò ìåæäó K è D.
Òîãäà CD2 + CE2 = (KD − KC)2 + (KE + KC)2 = (x − y)2 + (x + y)2 =
2(x2 + y2) = 2(KD2 +KO2) = 2OD2 = 2R2 = 50 ñ ó÷¼òîì òåîðåìû Ïèôàãîðà.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà êâàäðàòîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè C íà äèàìåòðå.

5. Îòâåò: íå âñåãäà.

Ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð êîìïàíèè: ïÿòåðî ïîïàðíî çíàêîìû ìåæäó ñîáîé, è
áîëüøå íèêòî äðóã ñ äðóãîì íå çíàêîì. Åñëè áû íàøëèñü òðè ïàðû çíàêîìûõ,
òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü áû 6 ÷åëîâåê, íî âñå îíè íàõîäÿòñÿ ñðåäè ïÿòè.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé ïàðå íå çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé õîòÿ áû îäèí íå âõîäèò
â ÷èñëî âûäåëåííûõ ïÿòåðûõ. Äîïóñòèì, ÷òî íàøëèñü òðè ïàðû íå çíàêîìûõ
ìåæäó ñîáîé. Îòìå÷àÿ â êàæäîé èç òð¼õ ïàð òîãî, êòî íå âõîäèò â ÷èñëî ïÿòè,
ìû ïîëó÷àåì òðîèõ, îäíàêî èõ âñåãî äâîå.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2022 � 2023 ó÷åáíûé ãîä

11 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.

Îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ òàêîé ôóíêöèè çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé f(x) = cos x.
ßñíî, ÷òî f(π) < 0, òî åñòü ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîñèíóñà ðàâíî [−1, 1] ⊂ (−π

2
, π
2
), à íà ïî-

ñëåäíåì ïðîìåæóòêå êîñèíóñ âñþäó ïîëîæèòåëåí, òî åñòü f(f(x)) = cos cosx >
0 äëÿ âñåõ x.

Èìååòñÿ ìíîãî è äðóãèõ ïðèìåðîâ.

2. Îòâåò: 215.

Åñëè ïåðâàÿ öèôðà èìååò n íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, òî ïðîäîëæèòü å¼ äî ÷å-
òûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà ìîæíî n3 ñïîñîáàìè. Ñðåäè öèôð îò 1 äî 9 îäíà èìååò
1 äåëèòåëü, ÷åòûðå èìåþò 2 äåëèòåëÿ, äâà èìåþò 3 äåëèòåëÿ, è äâà èìåþò 4
äåëèòåëÿ. Èòîãî èìååì 1 · 13 + 4 · 23 + 2 · 33 + 2 · 43 = 1 + 32 + 54 + 128 = 215.

3. Îòâåò: îäíî ðåøåíèå.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ òàêîâ: ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñåë, ñîñòàâëÿåì
ñèñòåìó x+ y + z = 11, x2 + y2 + z2 = 155. Âûðàæàÿ z = 11− x− y èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå, ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì x2 + y2 + xy −
11x−11y−17 = 0. Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ è íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé âîçíèêàåò óðàâíåíèå 3(2x+ y− 11)2 + (3y− 11)2 = 688, êîòîðîå ñâîäèòñÿ
ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó âàðèàíòîâ. Îäíàêî òàêîé äîâîëüíî åñòåñòâåííûé ñïî-
ñîá ðåøåíèÿ ñâÿçàí ñ ÷èñòî òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, ïîýòîìó ïðåäëîæèì
äðóãîé âàðèàíò ðàññóæäåíèé.

Ïðåæäå âñåãî, èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàò ÷¼òíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 4 äà¼ò â
îñòàòêå 0, à êâàäðàò íå÷¼òíîãî äà¼ò â îñòàòêå 1. ×èñëî 155 äà¼ò îñòàòîê 3
îò äåëåíèÿ íà 4, îòêóäà ÿñíî, ÷òî âñå òðè ÷èñëà x, y, z íå÷¼òíû. Ìàêñèìóì
ìîäóëÿ ýòèõ ÷èñåë ñòðîãî ìåíüøå 13, à òàêæå ñòðîãî áîëüøå 7 ââèäó òîãî,
÷òî 3 · 72 < 155. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñ¼ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àÿì |x| = 11 è |x| = 9 ñ
òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè.



Â ïåðâîì ñëó÷àå y2 + z2 = 155 − 112 = 34, îòêóäà {|y|, |z|} = {5, 3}. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî èç ÷èñåë ±11,±5,±3 íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ñóììó, ðàâíóþ 11.
Âî âòîðîì ñëó÷àå áóäåò y2 + z2 = 155 − 92 = 74, îòêóäà {|y|, |z|} = {7, 5}.
Èç ÷èñåë ±9,±7,±5 çíà÷åíèå ñóììû 11 ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì â
âèäå 9 + 7− 5. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî èç òð¼õ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî:
{9, 7,−5}.

4. Îòâåò: äà, âñåãäà.

Ñëó÷àè, êîãäà êàæäûé çíàêîì ñ êàæäûì, èëè íèêòî íè ñ êåì íå çíàêîì, î÷å-
âèäíû: òðè ïàðû ìîæíî âûäåëèòü êàê óãîäíî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âñòðå÷àþòñÿ êàê ïàðû çíàêîìûõ, òàê è ïàðû íå çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé. Òî-
ãäà íàéä¼òñÿ ó÷àñòíèê A, êîòîðûé çíàåò íåêîòîðîãî ó÷àñòíèêà B è íå çíàåò
êàêîãî-òî ó÷àñòíèêà C. Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäè îñòàâøèõñÿ ìû âûäåëèëè k ïàð,
â êàæäîé èç êîòîðûõ ó÷àñòíèêè çíàêîìû, ëèáî k ïàð, â êàæäîé èç êîòîðûõ
ó÷àñòíèêè íå çíàêîìû. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîáàâëÿåì ïàðó (A,B), à âî âòîðîì
(A,C). Ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ íà 3
âåä¼ò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà âûäåëÿåìûõ ïàð íà 1.

Èç äâóõ ó÷àñòíèêîâ ìû âûäåëÿåì îäíó ïàðó, èç 5 ó÷àñòíèêîâ äâå ïàðû, è òîãäà
èç 8 ó÷àñòíèêîâ ìîæíî âûäåëèòü òðè ïàðû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

5. Îòâåò: 5 è 13.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ
îòðåçêà BM . Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíîóäàë¼í îò
êîíöîâ îòðåçêà AM , êîòîðûé îêðóæíîñòü äåëèò íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Îòñþäà
äåëàåì âûâîä, ÷òî ABM ðàâíîáåäðåííûé, è AB = BM = 1

2
BC = 5.

Äàëåå, ïóñòü AC = x, à äëèíà îòðåçêà êàñàòåëüíîé èç òî÷êè B ê îêðóæíî-
ñòè ðàâíà y. Òîãäà x åñòü ñóììà äëèí îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè,
ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷åê A è C, òî åñòü x = (5− y) + (10− y) = 15− 2y.

×åðåç 3z îáîçíà÷èì äëèíó ìåäèàíû AM . Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé,
êîòîðûå ìû ïðîâîäèì èç òî÷êèM , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (5−y)2 = z ·2z = 2z2.
Äàëåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû ìåäèàíû:

AM2 =
2(AB2 + AC2)−BC2

4
,

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà (ñóììà êâàäðàòîâ
äëèí âñåõ ñòîðîí ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ äëèí äèàãîíàëåé). Ñëåäîâàòåëüíî,
4AM2 = 36z2 = 2(x2 + 52)− 102 = 2x2 − 50, òî åñòü 18z2 = x2 − 25.

Ïîëüçóÿñü âûâåäåííûìè âûøå ñîîòíîøåíèÿìè, èìååì 9(5−y)2 = (15−2y)2−25,
÷òî âåä¼ò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ y2− 6y+5 = 0. Îòñþäà y = 1, òàê êàê y <
AM = 5, è âòîðîé êîðåíü íå ïîäõîäèò. Ïîëó÷èëè, ÷òî AC = x = 15− 2y = 13.


